20. Операционное исчисление.

20.1. Определение функции-оригинала и её изображения по Лапласу.


20.1.1. Определение. Будем называть функцией-оригиналом действительнозначную или комплекснозначную функцию 
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Смысл этих условий такой. 


1. Так как одно из основных приложений операционного исчисления - решение задач с начальными условиями (задач Коши), то поведение функций до начального момента 
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20.1.2. Определение. Изображением по Лапласу функции-оригинала 
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Интеграл в правой части этого определения сходится абсолютно в любой точке 
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 мы мажорировали модуль подынтегральной функции функцией, не зависящей от 
[image: image34.wmf]p

, интеграл от которой сходится. Как и в теории степенных рядов, этого достаточно, чтобы сходимость интеграла была равномерной по переменной 
[image: image35.wmf]p

, поэтому функцию 
[image: image36.wmf])

(

p

F

 можно дифференцировать и интегрировать по этой переменной.

20.1.3. Изображения простейших функций.


20.1.3.1. Единичная функция Хевисайда 
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20.1.3.2. 
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20.1.3.3. 
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20.1.3.5. Степенная функция 
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20.2. Свойства преобразования Лапласа.


20.2.1. Линейность преобразования Лапласа. Если 
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Это свойство непосредственно следует из свойства линейности несобственного определённого интеграла. С его помощью можно более просто вывести изображения функций 
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20.2.2. Теорема подобия. Если 
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20.2.3. Теорема смещения. Если 
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Иллюстрации применения этого свойства: если 
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20.2.4. Теорема запаздывания. Если 
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Теорема запаздывания применяется для изображения функций импульсных, составных, периодических. Рассмотрим этот вопрос подробнее.


20.2.4.1. Импульсные функции. 
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Единичный импульс: 
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Запаздывающий прямоугольный импульс: 
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Треугольный импульс. Аналитически эта функция записывается так: 
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 Изменение функции на переходе от участка 
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Синусоидальный импульс. 
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20.2.4.2. Составные функции. Пусть 
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20.2.4.3. Периодические функции. Пусть 
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Найдём в качестве примера изображение функции 
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20.2.5. Интегрирование оригинала. Если 
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Док-во. 
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20.2.6. Дифференцирование оригинала. Если функция-оригинал 
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Док-во. 
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20.2.7. Интегрирование изображения. Пусть 
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20.2.8. Дифференцирование изображения. Если 
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Иллюстрации этого свойства. С его помощью просто получаются изображения степенных функций: 
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20.2.8. Изображение свёртки функций. Теорема Бореля. Интегралы Дюамеля.


20.2.8.1. Свёртка функций и её свойства. 

Определение. Сверткой функций 
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Свёртка обозначается символом 
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Свёртка функций коммутативна: 
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Можно показать, что свёртка обладает свойством ассоциативности, т.е. что 
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12.2.8.2. Теорема Бореля (теорема об умножении изображений). Изображение свёртки двух оригиналов равно произведению изображений свёртываемых оригиналов.


Док-во. 
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EMBED Equation.3[image: image224.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

2

1

0

0

1

1

2

1

1

p

F

p

F

dt

t

f

e

d

f

e

pt

p

×

=

×

×

t

t

×

=

ò

ò

+¥

+¥

-

t

-

. 


С помощью этой теоремы легко находить оригиналы для изображений вида 
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Примеры. Найти оригиналы, если
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20.2.8.3. Интегралы Дюамеля. Запишем с помощью теоремы Бореля оригиналы для выражения вида 
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В развёрнутом виде
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Каждая из этих формул называется интегралом Дюамеля.

20.3. Таблица стандартных изображений.


Сведём в таблицу полученные ранее изображения элементарных функций.

	
	
[image: image249.wmf])

(

t

f


	
[image: image250.wmf])

(

p

F


	
	
	
[image: image251.wmf])

(

t

f


	
[image: image252.wmf])

(

p

F



	1.
	1
	
[image: image253.wmf]p

1


	
	9.
	
[image: image254.wmf]t

e

t

b

×

a

sin


	
[image: image255.wmf](

)

2

2

b

+

a

-

b

p



	2.
	
[image: image256.wmf]n

t


	
[image: image257.wmf]1

!

+

n

p

n


	
	10.
	
[image: image258.wmf]t

e

t

b

×

a

cos


	
[image: image259.wmf](

)

2

2

b

+

a

-

a

-

p

p



	3.
	
[image: image260.wmf]t

e

a


	
[image: image261.wmf]a

-

p

1


	
	11.
	
[image: image262.wmf]t

e

t

b

×

a

sh


	
[image: image263.wmf](

)

2

2

b

-

a

-

b

p



	4.
	
[image: image264.wmf]n

t

t

e

×

a


	
[image: image265.wmf](

)

1

!

+

a

-

n

p

n


	
	12.
	
[image: image266.wmf]t

e

t

b

×

a

ch


	
[image: image267.wmf](

)

2

2

b

-

a

-

a

-

p

p



	5.
	
[image: image268.wmf]t

b

sin


	
[image: image269.wmf]2

2

b

+

b

p


	
	13.
	
[image: image270.wmf]t

t

b

×

sin


	
[image: image271.wmf](

)

2

2

2

2

2

2

b

+

b

=

¢

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

b

+

b

-

p

p

p



	6.
	
[image: image272.wmf]t

b

cos


	
[image: image273.wmf]2

2

b

+

p

p


	
	14.
	
[image: image274.wmf]t

t

b

×

cos


	
[image: image275.wmf](

)

2

2

2

2

2

2

2

b

+

b

-

=

¢

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

b

+

-

p

p

p

p



	7. 
	
[image: image276.wmf]t

b

sh


	
[image: image277.wmf]2

2

b

-

b

p


	
	15.
	
[image: image278.wmf]t

t

b

×

sh


	
[image: image279.wmf](

)

2

2

2

2

2

2

b

-

b

=

¢

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

b

-

b

-

p

p

p



	8.
	
[image: image280.wmf]t

b

ch


	
[image: image281.wmf]2

2

b

-

p

p


	
	16.
	
[image: image282.wmf]t

t

b

×

ch


	
[image: image283.wmf](

)

2

2

2

2

2

2

2

b

-

b

-

=

¢

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

b

-

-

p

p

p

p




0





1





2





 t





 f(t)





 f(t)





 �EMBED Equation.3���





 �EMBED Equation.3���



























































Re p





Im p





�EMBED Equation.3���





Здесь существует  F(p)





 t





 f(t)





 f(t)





 f(t-t0)





 t0





Т





Т+τ





 t





 b





 �EMBED Equation.3���





0





1





2





 t





1





 �EMBED Equation.3���





0





 π





1





 t





 f(t)





Т





Т+τ





 t





 b





 �EMBED Equation.3���





Т+2τ





0





 t





 f(t)





 f2 (t)





 f1 (t)





 f3 (t)





 fn (t)





 t1





 t2





 t3





0





 f(t)





 t





 f1(t)





 T





 2T





0





 �EMBED Equation.3���





 t





 f1(t)





 1





 2





 3





 t





 τ





 τ=t





  ξ=Re p





  η=Im p





�EMBED Equation.3���





  p=ξ+iη





  q=ρ+iη





 t





 τ





 τ=t


























152
153

_1114147951.unknown

_1114167820.unknown

_1114325460.unknown

_1114861995.unknown

_1114862809.unknown

_1114863127.unknown

_1114863455.unknown

_1114864094.unknown

_1114864263.unknown

_1114864492.unknown

_1114864159.unknown

_1114863488.unknown

_1114863239.unknown

_1114863305.unknown

_1114863233.unknown

_1114862887.unknown

_1114863090.unknown

_1114862850.unknown

_1114862392.unknown

_1114862449.unknown

_1114862717.unknown

_1114862427.unknown

_1114862279.unknown

_1114862343.unknown

_1114862032.unknown

_1114328870.unknown

_1114329839.unknown

_1114330052.unknown

_1114330216.unknown

_1114330344.unknown

_1114330371.unknown

_1114330522.unknown

_1114330359.unknown

_1114330333.unknown

_1114330066.unknown

_1114329944.unknown

_1114329945.unknown

_1114329858.unknown

_1114328943.unknown

_1114328956.unknown

_1114328872.unknown

_1114328873.unknown

_1114328874.unknown

_1114328871.unknown

_1114325702.unknown

_1114325792.unknown

_1114328805.unknown

_1114328824.unknown

_1114328830.unknown

_1114328813.unknown

_1114328748.unknown

_1114325756.unknown

_1114325779.unknown

_1114325728.unknown

_1114325501.unknown

_1114325649.unknown

_1114325470.unknown

_1114167987.unknown

_1114168082.unknown

_1114169077.unknown

_1114325431.unknown

_1114325451.unknown

_1114317415.unknown

_1114168261.unknown

_1114168302.unknown

_1114169031.unknown

_1114168089.unknown

_1114168043.unknown

_1114168065.unknown

_1114168074.unknown

_1114168058.unknown

_1114168028.unknown

_1114168036.unknown

_1114168015.unknown

_1114167887.unknown

_1114167929.unknown

_1114167972.unknown

_1114167979.unknown

_1114167957.unknown

_1114167911.unknown

_1114167919.unknown

_1114167901.unknown

_1114167854.unknown

_1114167875.unknown

_1114167884.unknown

_1114167868.unknown

_1114167835.unknown

_1114167837.unknown

_1114167826.unknown

_1114167379.unknown

_1114167605.unknown

_1114167706.unknown

_1114167741.unknown

_1114167760.unknown

_1114167768.unknown

_1114167747.unknown

_1114167724.unknown

_1114167732.unknown

_1114167739.unknown

_1114167718.unknown

_1114167647.unknown

_1114167690.unknown

_1114167696.unknown

_1114167679.unknown

_1114167622.unknown

_1114167633.unknown

_1114167615.unknown

_1114167485.unknown

_1114167520.unknown

_1114167588.unknown

_1114167596.unknown

_1114167577.unknown

_1114167502.unknown

_1114167513.unknown

_1114167493.unknown

_1114167411.unknown

_1114167469.unknown

_1114167477.unknown

_1114167443.unknown

_1114167397.unknown

_1114167403.unknown

_1114167391.unknown

_1114167254.unknown

_1114167296.unknown

_1114167350.unknown

_1114167365.unknown

_1114167374.unknown

_1114167358.unknown

_1114167313.unknown

_1114167344.unknown

_1114167306.unknown

_1114167261.unknown

_1114167278.unknown

_1114167287.unknown

_1114167270.unknown

_1114167256.unknown

_1114167258.unknown

_1114167255.unknown

_1114147989.unknown

_1114147995.unknown

_1114160675.unknown

_1114167197.unknown

_1114167230.unknown

_1114160718.unknown

_1114160760.unknown

_1114160768.unknown

_1114160706.unknown

_1114147997.unknown

_1114147998.unknown

_1114147996.unknown

_1114147991.unknown

_1114147992.unknown

_1114147990.unknown

_1114147956.unknown

_1114147958.unknown

_1114147988.unknown

_1114147957.unknown

_1114147953.unknown

_1114147954.unknown

_1114147952.unknown

_1114147905.unknown

_1114147932.unknown

_1114147942.unknown

_1114147946.unknown

_1114147949.unknown

_1114147950.unknown

_1114147947.unknown

_1114147944.unknown

_1114147945.unknown

_1114147943.unknown

_1114147937.unknown

_1114147939.unknown

_1114147940.unknown

_1114147938.unknown

_1114147935.unknown

_1114147936.unknown

_1114147934.unknown

_1114147918.unknown

_1114147928.unknown

_1114147930.unknown

_1114147931.unknown

_1114147929.unknown

_1114147922.unknown

_1114147926.unknown

_1114147919.unknown

_1114147912.unknown

_1114147916.unknown

_1114147917.unknown

_1114147915.unknown

_1114147909.unknown

_1114147910.unknown

_1114147907.unknown

_1114147825.unknown

_1114147850.unknown

_1114147885.unknown

_1114147896.unknown

_1114147900.unknown

_1114147904.unknown

_1114147898.unknown

_1114147893.unknown

_1114147895.unknown

_1114147892.unknown

_1114147859.unknown

_1114147863.unknown

_1114147873.unknown

_1114147861.unknown

_1114147857.unknown

_1114147858.unknown

_1114147854.unknown

_1114147836.unknown

_1114147844.unknown

_1114147846.unknown

_1114147848.unknown

_1114147845.unknown

_1114147842.unknown

_1114147843.unknown

_1114147841.unknown

_1114147830.unknown

_1114147832.unknown

_1114147835.unknown

_1114147831.unknown

_1114147828.unknown

_1114147829.unknown

_1114147827.unknown

_1114147800.unknown

_1114147812.unknown

_1114147819.unknown

_1114147823.unknown

_1114147824.unknown

_1114147822.unknown

_1114147815.unknown

_1114147818.unknown

_1114147813.unknown

_1114147808.unknown

_1114147810.unknown

_1114147811.unknown

_1114147809.unknown

_1114147805.unknown

_1114147807.unknown

_1114147802.unknown

_1114147770.unknown

_1114147789.unknown

_1114147793.unknown

_1114147798.unknown

_1114147799.unknown

_1114147797.unknown

_1114147791.unknown

_1114147792.unknown

_1114147790.unknown

_1114147780.unknown

_1114147786.unknown

_1114147787.unknown

_1114147785.unknown

_1114147777.unknown

_1114147778.unknown

_1114147776.unknown

_1114147726.unknown

_1114147735.unknown

_1114147740.unknown

_1114147742.unknown

_1114147762.unknown

_1114147741.unknown

_1114147738.unknown

_1114147739.unknown

_1114147737.unknown

_1114147731.unknown

_1114147733.unknown

_1114147734.unknown

_1114147732.unknown

_1114147729.unknown

_1114147730.unknown

_1114147727.unknown

_1114147712.unknown

_1114147721.unknown

_1114147724.unknown

_1114147725.unknown

_1114147723.unknown

_1114147717.unknown

_1114147719.unknown

_1114147716.unknown

_1114147536.unknown

_1114147706.unknown

_1114147707.unknown

_1114147550.unknown

_1114147577.unknown

_1114147613.unknown

_1114147539.unknown

_1114147398.unknown

_1114147444.unknown

_1114147395.unknown

